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Úloha na indukci ind (4 body)

Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı:
3 | 5n + 2 · 8n

Vykousnutá šachovnice elka (5 bod̊u)

Na šachovnici 2n × 2n jedno poĺıčko chyb́ı. Dokažte, že zbylou plochu lze vydláždit dlaždicemi
ve tvaru

”
L“, které zab́ıraj́ı tři poĺıčka. Např́ıklad takto:
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Pokrytí šachovnice – elka (5 bodů)

Na šachovnici 2n × 2n jedno políčko chybí. Dokažte, že zbylou plochu lze vydláždit dlaždicemi tvaru „Lÿ, které zabírají
3 políčka. Třeba takto:

Krájíme rovinu – cutp (5 bodů)

Mějme n přímek v rovině takových, že každé dvě se protínají v právě jednom bodě a žádné tři nemají společný bod. Dokažte,
že přímky rovinu rozdělují na právě 1 + n(n + 1)/2 částí.

Krájíme prostor – cuts (8 bodů)

Na kolik částí může rozdělit trojrozměrný prostor n rovin?

Součet třetích mocnin – cube (10 bodů)

Vymyslete vzorec pro součet cn = 13 + 23 + . . . + n3. Návod: uhodněte, že se jedná o polynom 4. stupně, dopočítejte podle
c0, . . . , c4 jeho koeficienty a pak dokažte indukcí, že vzorec platí pro všechna n.

Fibonacciho formule – fib (8 bodů)

Dokažte, že pro Fibonacciho čísla platí:
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)n ]
.

Fibonacciho dělitelnost – fidiv (7 bodů)

Dokažte, že 4n-té Fibonacciho číslo je dělitelné třemi.

Fibonacciho č́ısla fib (6 bod̊u)

Fibonacciho č́ısla jsou definována rekurentńım předpisem
• F0 = 0;
• F1 = 1;
• Fi = Fi−1 + Fi−2 pro všechna i ≥ 2.

(Takže prvńıch několik hodnot je 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . .)
Dokažte:
•
∑n

i=0 Fi = Fn+2 − 1 pro každé přirozené n;
• každé kladné celé č́ıslo lze napsat jako součet Fibonacciho č́ısel, při čemž každé č́ıslo je

použito nejvýš jednou (speciálně jedničku můžete použ́ıt jen jednou);
• necht’ ϕ = 1+

√
5

2
a ψ = 1−

√
5

2
, pak

Fn =
ϕn − ψn

√
5

.

AG nerovnost ag (7 bod̊u)

Jako AG nerovnost označujeme d̊uležitou nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊u-
měrem.

Jako AG(n) označ́ıme tvrzeńı:

Pro každá nezáporná reálná x1, . . . , xn plat́ı: n
√
x1x2 · · ·xn ≤

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

Dokažte, že pro každé n ≥ 2 plat́ı AG(n).
Možný postup:
1. dokažte AG(2);
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22. ř́ıjna 2021

2. dokažte (AG(n) ∧ AG(2))→ AG(2n);
3. dokažte AG(n)→ AG(n− 1).

Skládáńı relaćı nekomutuje rnonc (3 body)

Najděte relace R, S (na nějaké vámi zvolené množině) takové, že R ◦ S 6= S ◦R.

Počet reflexivńıch relaćı rrefl (4 body)

Kolik je r̊uzných reflexivńıch relaćı na množině n prvk̊u?

Mocnina relace rexp (6 bod̊u)

Pro relaci R na množině X definujeme indukćı relaci Rn : R1 = R,Rn+1 = R ◦Rn.
1. Dokažte, že je-li X konečná množina, potom existuj́ı r, s ∈ N, r < s takové, že Rr = Rs.
2. Nalezněte relaci na nekonečné množině takovou, že všechny Rn jsou r̊uzné – tedy předchoźı

bod pro nekonečné množiny neplat́ı.

Vlastnosti relaćı rprop (6 bod̊u)

Dokažte, že pro relaci R na množině X plat́ı:
1. R je reflexivńı ⇔ ∆X ⊆ R, kde ∆X = {(x, x) | x ∈ X}.
2. R je symetrická ⇔ R = R−1.
3. R je antisymetrická ⇔ R ∩R−1 ⊆ ∆X .
4. R je tranzitivńı ⇔ R ◦R ⊆ R.

Ekvivalence na čtyřech prvćıch eq4 (6 bod̊u)

Nalezněte všechny ekvivalence na množině {1, 2, 3, 4}. Dokažte, že jsou všechny.

Spočetná bijekce bnz (4 body)

Sestrojte bijekci mezi množinami N a Z.

Spočetná bijekce podruhé bnn2 (4 body)

Sestrojte bijekci mezi množinami N a N2.
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